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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В.Г. Бойков, АА Юдаков 

(31) 

Подставив (31) во второе уравнение системы 

(30), получаем линейную систему уравнений 

для определения множитеJIСЙ реакций связей 1.. 
А .1.. =Ь , (32) 

где A=GM-'GT 
; ь =-GM-'(S+K)-h. 

После опредеяения вектора 1.. и3 решения сис­

темы уравнений (32) определяются значения 

вектора ускорений тел q в соответствии с (31). 

6. Расчет движения систем тел 

Расчет движения системы тел нроизводится 

путем численного интегрирования вектора ус­

корений q, значение которого определяется в 

результате расчета динамического состояния 

системы тел. Уравнения ускореEIИЙ связей в 

системе (30) являются неустойчивыми в плане 

получаемого решения исходных уравнений свя­

зей О 7),(18). В процессс числсшюго интегр ­
рования эти уравнения нарушаются, то есть 

связи расходятся. Дня lIарир вания этих пару­

шений в программном компл ксе EULER flpe­
дусмотрена стаБИЛИЗЗI\ИЯ связей и коррекция 

положения и скоростей звеньев механической 

системы. Стабилизация связей выполняется 

всегда в процессс расчетов, а коррекция поло­

жения и скоростей может ВКЛЮЧа1Ъ­

ся/выключатся 1I0Jlьзователем. 

Стабилизация связей представляет собой про­

цесс управляемого уменьшения погреllпюстей 

соблюдения связей пyreм J1ведения в уравнения 

ускорения связей специальных стабилизирую­

щих добавков. С учетом сгd6илизирующего до­

бавка уравнение ускорения связи имеет следую­

щий вид 

G .q=-h - L1g = -(/1 + L1g) , 

где L1g - стабшшзирующий добавок ускорения 

связи, предназначенный для се возвращения в 

корректное состояние. Значение стабилизи­

рующего добавка ускорения опредеJmется сле­

дующим образом 

L1g =ko . L1R + k1 • L1g , (33) 

где L1R, L1g - текущие невязки положения и 

скорости связи; ko,k - коэффициенты закона 
J 

стабилизации. Значения коэффициентов ko,k, 

ДОЛЖНЫ обеспечивать устойчивость процесса 

стаБИЛИЗal(ИИ. В качестве исходных параметров 

регулирования стабилизации задаются период 

колебаний т.~ и коэффициент затухания qs 
процесса стабилизации. Уравнение (33) являет­
ся обычным уравнением колебаний 2-го поряд­

ка, отсюда получаем 

k = _(21[J2, k, = 4· l[·qso 
т.\, т.~ 

Введение стабилизирующих добавков в 

уравнения ускорений связей не изменяет схему 

расчета динамичсско.·о состояния системы тел. 

С их учетом правая часть системы уравнений 

(32) принимает следующий вид 

Ь =-GM-1(s + К) -(Ь + L1g), 

где L1g - вектор стабилизирующих добавков 

ускореIIИЙ для всех связей. 

Коррекция положения и скоростей звеньев 

механической системы выполняется для едино­

временной ликвидации нарушений всех связей. 

Коррекция скоростей про изводится в соответ­

ствии с гипотезои абсолютно пла, ческого 

мгновенного удара в связях. для коррекции 

скоростей определяются множители ударпых 

импульсов в св . ях из решения л дующей 

системы уравнений 

GM-1G1 ,A. = L1g,v 

где L1g - вектор невязок скоростей в связях; A.v 
- вектор множителей ударНБIX импульсов в свя­

зях, компенсирую невязки скоростей. Кор­

рекция скоростей звеньев механической систе­

мы определяется следующим выражением 

Lki =M-1GT 
• A. .v 

Коррекция положения звеньев механической 

системы производится аналогично коррекции 

скоростей, но в отличие от вее задача коррек­

ции положения яшrяется нели:иейиой и решает­

ся методом Тlьютон На каждой итерацпи оп­

ределяются множители 1.." , апапогичпые 

множителям ударных импульсов в связях., из 

решения следующей сис'Темы уравнений 

GM-'GT .1.. = А.т
р '-'6, 

где L1g - вектор певязок положепия в связях. 

Коррекция положения звеIгьев меxanической 

системы на текущеа m'ерацаи опреДСJIЯется 

выражением 
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Моделирование динамики системы твердых и упругих тел в программном комплексе EULER 

L1q =м-"с 
т '/"'1" 

Для численного интегрирования 

уравнений движения в программном 

KoмrmeKce EULER пользователь может 

выбрать любой реализованный в нем 

метод. В настоящее время в программ­

ном комплексе реализованы: метод 

Рунге-Купа четвертого порядка, метод 

Рунге-Кутга-Фелбергачетвертого/пято­

го порядков с автоматической коррек­

цией шага, многошаговые методы 

Адамса различных порядков аПIIроКСИ­

мации, неявные методы Эйлера, Парка, 

модифицированный метод Ньюмарка и 

дрyrие методы. 

7. Точность и время расчета 

Для проверки точности расчетов ПК 

ПULЕR студентами и преподавателями 

МГУ им. М.В. Ломоносова было про­

ведено решение большого количества 

P~IX задач по теоретической ме­

ханике. Решение этих задач показало, 

что практически всегда точность, полу­

чаемая в EULER, при соответствующсм 

задании параметров численного реше­

ния, составляет не менее шести знача­

щих цифр. Это значительно выше точ­

ности, которая обычно требуется при 

проведении инженерных расчетов. 
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Рис. 2. Цепочка тел 
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Рис. 3. Сетка тел 
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Матрицы формируемых в EULER уравнений 

движения механической системы являются 

сильно разреженными, благодаря чему время 

расчета практически линейно зависит от числа 

тел исследуемой системы. На Рис. 2 и Рис.3 

представлены примеры двух типов тестовых 

задач: цепочка одинаковых тел, соединенных 

шаровыми шарнирами, и прямоyrольная ре­

шетка одинаковых тел. Движение систем про­

исходит под действием гравитации. На Рис. 4 
представлены графики времени решения этих 

задач в зависимости от количества тел. Реше­

ние проводилось на нерсональном компьютере 

с процессором Genuine Intel (R) CPU Т2500 @ 
2.00 GHz. Для численного интегрирования ис­

пользовался метод Рунге-Купа с постоянным 

шагом 0.001 сек. Длительность процесса дви­

жения систем 1 сек. Коррекция положения и 
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Рис. 4. Время расчета тестовых задач 

скоростей бьmа отключена. Реальное время 

расчета в обоих примерах хорошо агшроксими­

руется степешюй функцией k· па , где n - чис­

)10 тел в исследуемой системе; k,a - коэффи­

циенты, значения которых зависят от типа 

задачи: для цепочки тел а =1.09 , для сетки тел 

а=I.22. 

8.Примеры 

На Рис. 5 - РИС.8 uоказав пример расчета по­

ведения стойки самолета в процессе rrpиземле­

ния. Общий вид экрана 11К EULER в ароцессе 

исследования представлен па Рис. 5. На РИС.6 

показан общий вид т ЙКи. Корпус СТОЙ:К:Н мо­

делируется упругим телом. Рас аска по по­

С"fупатеЛЫfЫМ деформациям корпуса привеДСfIа 

на Рис. 7, Рис.8. На рис. 8 также показана шка­

ла градации цветов раскрас в метрах. 
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Рис. 5. Экран ПК EULER в прОцессе исследования стойки 

н 

А.В. 

ВВЕ 

в 

Гlpoг 

читъ 

санк 

На , 
явmr 

СИСТ1 

Рис. 6. Общий вид стойки Рис. 7. М КЭ-модель корпуса стойки стршРис. 8. Деформации верхней части 

корпуса стойки 
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